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Présentation détaillée du sujet

Mots clés : EDP elliptiques non-linéaires, problémes aux valeurs propres non linéaire,
controle optimal, éléments finis, théorie de la fonctionnelle de la densité.

La méthode des pseudo-potentiels [6] est utilisée dans la quasi-totalité des calculs de struc-
tures électroniques en phase condensée (voir [3|] pour une introduction mathématique au
calcul de structures électroniques). L’idée sous-jacente est de remplacer les électrons de
coeur des atomes, qui ne jouent presque aucun role dans les propriétés chimiques du
matériau, par un potentiel effectif appelé pseudo-potentiel. Si les fondements physico-
chimiques de cette approche semblent clairs, ses fondements mathématiques n’ont pas
encore été explorés a ce jour [4]. L’objet de cette thése est d’initier ’étude mathématique
et numérique de la méthode des pseudo-potentiels.

Dans un premier temps, on pourra considérer un systéme modéle comprenant deux noyaux
de charge Z situés aux points 0 et R de I’espace physique R? et trois électrons de spin up,
et remplacer le modeéle de Kohn-Sham usuel [5] par le modéle de Hartree (ceci revient a
supprimer le terme d’échange-corrélation).

L’état électronique fondamental du systéme s’obtient alors en résolvant le probléme ellip-
tique aux valeurs propres non-linéaire
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D’un point de vue physique, pg, représente la densité électronique de I’état fondamental.

La méthode des pseudo-potentiels consiste a éviter de calculer les états ¢ g et ¢o g, qui
correspondent aux électrons de coeur, et a chercher une approximation de ¢3 g dans R3 \
(B(0,79)UB(R,10)) (ot 7o désigne le rayon de la région de coeur) en résolvant un probléme
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ot Vjs est un pseudopotentiel (local ou non-local) indépendant de R, qui doit étre choisi
de fagn & optimiser un certain critére.

Soit Vps la classe des pseudo-potentiels admissibles choisie. On pourra prendre dans un
premier temps pour Vs 'espace des fonctions radiales de classe H k pour k > 2, ou un
sous-espace de dimension fini de cet espace.

Le pseudo-potentiel optimal VS)S pourra étre défini comme un minimiseur sur V,s d’un
certain critére J(Vps) :
J(V) = inf  J(Vps). (3)

Vs €Vps
On pourra prendre par exemple
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mais bien d’autres choix sont possibles [6].

Le programme de travail consistera a

1. choisir en concertation avec des physiciens de bons critéres J et de bonnes classes

Vps;
2. effectuer I'étude mathématique du probléme (3) pour les choix retenus de J et Vg ;

3. mettre au point une méthode de discrétisation et de résolution numérique du prob-
leme (3) ;

4. effectuer les simulations numériques correspondantes ;

5. rechercher des estimateurs d’erreur pour ce probléme, en se basant sur des résul-
tats récents relatifs & ’analyse numérique de problémes aux valeurs propres non-
linéaires [1, 2|.

Profil souhaité : le candidat devra avoir un trés bon niveau en analyse fonctionnelle, des
connaissances de base en analyse numérique (méthode des élements finis) et une expérience
en programmation. Il devra également étre intéressé par la recherche interdisciplinaire et
plus particuliérement par les applications des mathématiques & la physique, et faire preuve
d’autonomie et d’une grande motivation.
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